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Hypothesis: The hyperelastic behavior of the rubber compounds filled with 
reinforcing fillers (carbon black) is dependent on the filler content. The previous 
theories for the prediction of the mechanical behavior of these materials are 

based on phenomenological relationships. In this research, a new approach based 
on the amplified strain theory is presented and its reliability and applicability are 
examined for a rubber compound reinforced with different carbon black contents. 
Methods: Six rubber compounds based on SBR reinforced with different carbon black 
contents (20, 30, 40, 50, and 60 phr) as well as the neat compound were prepared. The 
mechanical behavior of these compounds under uniaxial tension mode, volumetric 
changes, compression, and simple shear modes were experimentally determined. The 
Yeoh material model was selected for the neat compound and material constants were 
calibrated using the uniaxial and volumetric changes data. Two strain amplification 
relationships were selected including the Bergstrom-Boyce and our newly proposed 
models. The parameters of the latter model were determined using an optimization 
algorithm in which a new UHYPER subroutine was developed and linked to Abaqus 
main code. To assess the proposed model and comparing it with the Bergstrom-
Boyce model the simulation results obtained from the finite element model of the 
uniaxial, compression, and simple shear tests were compared with their corresponding 
experimental data. 
Findings: The results showed that hyperelastic behaviors of the filled rubber 
compounds, predicted by our developed strain amplified model, are more accurate than 
those obtained by the Bergstrom-Boyce equation. It is also found that the combination 
of the Yeoh hyperelastic model with our proposed relationship can precisely predict 
the mechanical behavior under different modes of loadings. 
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فرضیه: رفتار ابركشسان آميزه‌هاي لاستيكي پرشده با پركننده‌هاي تقويتي )دوده( به‌مقدار پركننده 
وابسته است. نظريه‌هاي پيشين، براساس ارائه روابط پدیده‌شناسی براي پیش‌بینی اين رفتار هستند. 
 در اين پژوهش، با رويكردي نو بر پايه نظريه تشدید كرنش، معادله‌هاي پيشين بسط و توسعه يافته و 

عملكرد آن‌ها براي پیش‌بینی رفتار آميزه لاستيكي سنجش شده است. 
روش‌ها: شش آميزه لاستيكي بر پايه كائوچوي ‌SBR تقویت‌شده با مقدارهاي مختلف دوده )20، 30، 
40، 50 و 60 قسمت دوده( به همراه آميزه خالص بدون پركننده تهيه شدند. رفتار مكانيكي اين نمونه‌ها 
در حالت‌هاي كششي تک‌محوري، فشاري، برشي ساده همراه با تغييرات حجمي با آزمون‌هاي تجربي 
تعيين شد. از مدل مكانيكي Yeoh ‌براي بيان رفتار ابر کشسان آميزه خالص استفاده شد كه پارامترهاي 
آن به‌كمك برازش داده‌هاي آزمون كشش تک‌محوري و تغييرات حجمي به‌دست آمدند. دو مدل تشدید 
كرنش ارائه‌شده توسط ‌Bergstrom و ‌Boyce و مدل پيشنهادي در اين پژوهش درنظر گرفته شدند. 
پارامترهاي مدل پيشنهادي به‌كمك الگوريتم كمينه‌سازي به‌همراه زيربرنامه اختصاصي به‌دست آمدند 
كه براي اولين بار در اين پژوهش تهیه‌شده بود. براي سنجش عملكرد مدل پيشنهادي و مقايسه آن با 
مدل Bergstrom  و Boyce از اين مدل‌ها براي شبیه‌سازی سه آزمون حالت‌هاي كششي، فشاري و 

برشي ساده استفاده شده و نتايج با داده‌‌هاي تجربي متناظر مقايسه و تحليل شدند. 
اين  در  پيشنهادي  مدل  به   Boyce و   Bergstrom مدل‌  توسعه  و  بسط  داد،  نشان  نتايج  یافته‌ها: 
پژوهش مي‌تواند موجب پيش‌بيني دقيق‌تر رفتار مكانيكي ابركشسان آميزه‌ها شود. ضمن آنکه براي 
هر آميزه لاستيكي بايد پارامترهاي مدل تشدید كرنش خاص هر آميزه به‌طور جداگانه تعيين شود. 
همچنين نشان داده شد، تلفيق مدل ابركشسان Yeoh )كه بر پايه رابطه به چگالي انرژي كرنشي با 
ناورداي اول تانسور تغيير شكل است( با رابطه پيشنهادي جديد براي تشدید كرنش قابليت بسيار 

خوبي در پيش‌بيني رفتار را در شيوه‌هاي مختلف بارگذاري دارد. 

لاستيك، 

رفتار مكانيكي، 

پركننده، 

تشدید كرنش، 

روش اجزاي محدود
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مقدمه
کامپوزیت‌های  كشساني  ضريب  به‌ویژه  مكانكيي  رفتار  پیش‌بینی 
پرشده با تقویتک‌ننده‌های ذره‌ای همواره از اهميت زيادي برخوردار 
بوده است. اين کامپوزیت‌ها رفتار همسان‌گرد نشان داده‌اند و يكي 
اين  از  ساخته‌شده  محصولات  طراحي  در  چالش‌ها  مهم‌ترین  از 
مكيرومكانكي  بحث  در  آن‌هاست.  سفتي  پارامترهاي  تعيين  مواد 
کامپوزیت‌های ذره‌ای تلاش بر اين است تا با داشتن خواص سفتي 
اجزاي تشکیل‌دهنده )ماتريس پليمري و پركننده( و نيز تركيب درصد 
نكته  اين  بتوان سفتي كامپوزيت ساخته‌شده را پیش‌بینی كرد.  آن‌ها 
افزون بر طراحي محصول، كمك شاياني به انتخاب مناسب درصد 
پركننده )يا پرکننده‌ها( میک‌ند. مطالعات فراوان و با بيشينه تاريخي 
زمينه  اين  در  تاكنون  تجربي  و  نظري  با ‌روش‌هاي  طولاني  نسبتاً 
انجام شده و روش‌های مختلفي بدين منظور عرضه‌ شده‌اند. به‌عنوان 
براي  ميلادي   1906 در   Einstein كه  معادلاتي  به  مي‌توان  مثال، 
پیش‌بینی افزايش گران‌روي ناشي از افزودن ذرات كروي به سيالي 
گران‌رو پیشنهاد كرد و معادله Smallwood در 1944 ميلادي كه بر 
 اساس معادله Einstein به‌دست‌آمده است ]1[، اشاره داشت. معادله
‌Einstein نخستين معادله‌اي است كه به‌صورت پايه‌اي اين موضوع 

را بحث كرده است. اگرچه اين معادله در ظاهر رابطه‌اي پديد‌ه‌نگر 
قابليت  رياضي  لحاظ  از  اما  مي‌رسد،  به‌نظر   ‌)phenomenological(
 ]2[ ‌Mazzucato و Haines اثبات دارد كه براي نمونه مي‌توان به مقاله 
مراجعه كرد. در اين معادله، مقدار ضريب كشساني )E( يك جامد 
پرشده با ذرات كروي‌شكل در كرنش‌هاي كم از معادله )1( به‌دست 

می‌آید:

                                                )1(

كه Em و vf به‌ترتيب ضريب كشساني ماتريس و جزء حجمي پركننده 
هستند. آزمايش‌هاي انجام‌شده نشان داد، اين معادله تنها براي مقادير 
بسيار كم پركننده قابليت كاربرد دارد. ‌Guth و Gold معادله كامل‌تري 

را به‌شكل معادله )2( پيشنهاد دادند ]3[:

                              )2(

همين  توسط  ميله‌اي‌شكل  پركننده‌هاي  براي  معادله  اين  سپس، 
پژوهشگران توسعه يافت كه به‌شكل معادله )3( ارائه شد:

                      )3(

در اين معادله، gf پارامتري بوده كه با نام اثر شكل خوانده‌شده و مقدار 
آن بين 4 تا 10 است. از ديگر معادله‌هايي كه براي پیش‌بینی ضريب 
 كشساني كامپوزيت‌ها ارائه‌شده می‌توان به معادله ‌Voigt ]4[ )معادله )4(( 

اشاره كرد: 
                                         )4(

و نيز معادله ‌Reuss ]4[ که به‌شكل زير نوشته مي‌شود:

                                      )5(

در اين معادله‌ها، Ef و Em به‌ترتيب ضريب كشساني جزء تقویتک‌ننده 
مدل‌هاي  كارها  اين  ادامه  در  هستند.  پليمري  ماتريس  و  )ذره( 
جديدتري نيز توسعه يافته‌اند كه از جمله مهم‌ترین آن‌ها می‌توان به 
 مدل ‌Mori-Tanaka ]5[ اشاره داشت كه براي پیش‌بینی ضرایب توده و 

برشي كامپوزيت به‌صورت زير ارائه شدند:

                        )6(

                 )7(

در اين معادله‌ها، Km و Kf به‌ترتيب ضرايب توده ماتريس و پركننده و 
µm و µf ضرايب برشي ماتريس و پركننده هستند. مطالعه‌هاي مربوط 

به پیش‌بینی خواص فيزيكي و مكانكيي كامپوزيت‌ها به‌دليل پيچيدگي 
شكل  و  نوع  اندازه،  همانند  پركننده  و  پليمري  ماتريس  برهمک‌نش 
پركننده، ساختار پركننده و تجمع آن، اثر فاز مياني و شيوه بارگذاري 
همچنان در سال‌هاي اخير مورد توجه پژوهشگران بوده است. از جمله 
اشاره   ]6[ Raju و همكاران  مروري  مقاله  به  اخير مي‌توان  كارهاي 
كرد كه در آن مطالعه جامعي درباره مكيرومكانكي مواد كامپوزيتي و 
 ‌Reuss و‌ Voigt مدل‌هاي ارائه‌شده انجام شد. آن‌ها از معادله‌هاي ساده
)معادله‌هاي )4( و )5(( شروع كردند و ضمن بررسي تمام معادله‌هاي 
ارائه‌شده مدل جديدي بر پايه مدل Mori-Tanaka نوشتند كه براي 
كامپوزيت‌هاي با درصد پركننده زياد قابليت كاربرد داشته باشد. آن‌ها 
همچنين كارآمدي اين مدل‌ها را با روش جزء محدود بررسي كردند. 
Abhisha و همكاران ]7[ با استفاده از مدل‌هاي Einstein ،Guth و 

مدل‌هاي جديدتر خواص مكانكيي و الكتريكي آميزه‌هاي ساخته‌شده 
بر پايه كائوچوي طبيعي و دوده را بررسی و مطالعه كردند. آن‌ها نشان 
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پركننده  درصد  با  خواص  افزايشي  روند  مدل‌ها  اين  اگرچه  دادند، 
 )دوده( را پيش‌بيني مي‌كنند، اما نتايج با داده‌های واقعي اختلاف دارد و 
نيز  پركننده  درصد  افزايش  با  خواص  پیش‌بینی  در  خطا  مقدار  نيز 
افزايش میی‌ابد. Luo ]8[ مدل‌هاي ساده Voigt و ‌Reuss را با استفاده 
 از نظريه انرژي معادل‌سازی كرنشي عمودي و برشي اصلاح كرد و 
و  تجربي  داده‌هاي  ميان  خوبي  بسيار  انطباق  راه  اين  از  داد،  نشان 
پیش‌بینی‌شده براي يك آميزه غيرپليمري )كبالت و تنگستن( به‌وجود 
 می‌آید. اين نظريه می‌تواند براي آميزه‌هاي پليمري نيز استفاده شود. اخيراً 
Kareem و همكاران ]9[ در مقاله‌اي مروري معادله‌هاي پيش‌بيني‌كننده 

با ذرات و عملكرد آن‌ها را  خواص مكانكيي كامپوزيت‌هاي پرشده 
بررسي كردند. آن‌ها به‌طور ويژه اثر پارامترهاي مختلف همچون درصد 
پركننده، ساختار هندسي و تجمعي ذرات را براي نانوكامپوزيت‌هاي 

اپوكسي تقویت‌شده با نانو‌سيلكيا مطالعه كردند. 
از يك ديدگاه اين مطالعات را می‌توان به دو دسته کامپوزیت‌هایي 
كه ماتريس آن‌ها از پلاستیک‌های گرمانرم يا گرماسخت با درصدهای 
كه  كامپوزيت‌هايي  و  تشکیل‌شده  ذره‌ای  تقویتک‌ننده‌های  مختلف 
ديدگاه  از  كرد.  تقسيم  ساخته‌شده‌اند،  لاستكيي  پليمري  ماتريس  از 
طراحي و محاسباتي بين اين دو گروه تفاوت‌هاي پايه‌اي وجود دارد 
مواد لاستكيي  اینکه  توجه شود. نخست  بدان‌ها  است،  كه ضروري 
رفتار مكانكيي غیرخطی دارند و بنابراين بايد از معادله‌هاي ابرکشسان 
استفاده شود. به‌عبارت‌دیگر، برخلاف مواد پلاستكيي، رفتار مكانكيي 
آن‌ها را نمي‌توان در محدوده كاربرد‌هاي مهندسي به‌صورت كشسان 
خطي درنظر گرفت. دومين نكته مقدار كرنش اعمال‌شده است، به‌نوعی 
نام آميزه‌هاي  با  كه کامپوزیت‌های لاستكيي )كه در صنعت از آن‌ها 
و  قرارگرفته  بزرگ  شكل‌هاي  تغيير  تحت  مي‌شود(،  ياد  لاستكيي 
بنابراين لازم است تا مدل‌هاي رياضي داده‌شده براي اين مواد قابليت 
پیش‌بینی تا درصد‌هاي زياد كرنش را داشته باشند. به‌عنوان‌ مثال، در 
تاير خودروهاي سواري و باري مقدار كرنش برشي می‌تواند به‌ترتيب 
تا 8 و %15 و کرنش فشاری به 5 و %14 برسد. اين در حالي است 
مقدار  ماتريس پلاستكيي  از  كامپوزيتي ساخته‌شده  قطعه‌هاي  كه در 
كرنش به‌ندرت از %1 تا %2 فراتر می‌رود، زيرا در مقدارهاي بيشتر، 
ماده وارد فاز پلاستكي ‌مي‌شود و تغيير شكل دائمي داده يا شكست 
روي می‌دهد. مطلب سوم به شيوه بارگذاري مربوط است. آميزه‌هاي 
لاستكيي در شيوه‌هاي مختلف بارگذاري )كششي، فشاري، برشي و 
خمشي( رفتار مكانكيي متفاوتي نشان مي‌دهند. اين بدان معني است، 
لزوماً  می‌دهد،  قبولي  قابل  براي حالت كششي جواب  كه  معادله‌اي 
براي حالت برشي يا فشاري مناسب نيست و بايد عملكرد يك مدل 
مشخص در تمام شيوه‌هاي بارگذاري سنجش شود. براي نخستين بار 

Mullins و Tubin ]10[ اين موضوع را بررسي كرده و نماد جديدي 

تشدید  فاکتور  نام  با  كه  كردند  معرفي   Λ=1+X(λ-1) به‌صورت  را 
كرنش )amplified strain( خوانده مي‌شود. آن‌ها چنين عنوان كردند، 
 )uniaxial( اگر در يك معادله ابرکشسان در حالت كشش تک‌محوري
نسبت  مقدار  نوشته‌شده،  پركننده  بدون  لاستكيي  ماتريس  براي  كه 
آن  در  شود  جايگزين   )Λ) آن  تشدید ‌شده  مقدار  با   )l( كشيدگي 
صورت معادله ابرکشسان جديد بيانگر رفتار مكانكيي آميزه لاستكيي 
پرشده خواهد بود. در اين معادله، X پارامتري است كه به‌كمك يكي 
از معادله‌هاي )2( يا )3( )يا معادله‌هاي مشابه( آن‌ها داده ‌شده است. 
به‌عنوان‌ مثال، اگر از معادله )2( يا رابطه Guth و Gold  استفاده شود، 

در آن صورت X برابر خواهد بود با:

                                       )8(

حالت  به   ]11،12[  Boyce و   ‌Bergstrom توسط  بعدها  روش  اين 
سه‌بعدی تعميم داده‌ شده و معادله )9( براي معادله‌هاي ابركشساني 
اول  ناورداي  از  تابعي  فقط  انرژي كرنشي  تابع چگالي  آن‌ها  در  كه 
معادلات  )مانند  باشد   Cauchy-Green چپ  شكل  تغيير   تانسور 

Neo-Hookean يا Yeoh(، پيشنهاد شد:

                                             )9(

 در اين معادله، ناورداي اول تانسور تغيير شكل چپ Cauchy-Green و 
)l1( مقدار تشدیديافته آن )amplified( است. مقدار X نيز مانند معادله 
‌Mullins و Tobin محاسبه ‌شده و به‌طور خاص پیشنهاد شده است كه 

با معادله )10( داده شود:

                                            )10(

كه a= 3/5 و b= 30 است. گفتني است، توضيح مشخصي درباره نحوه 
انتخاب دو پارامتر )a و b( داده نشده است. اگر رفتار تنش-كرنش 
به‌صورت خطي درنظر گرفته شده )مانند پلاست‌كيها در كرنش‌هاي 
كم( يا بررسي رفتار در محدوده خطي براي مواد لاستكيي انجام شود، 
در آن صورت فاکتور تشديد كرنش را مي‌توان برابر با فاكتور تشديد 

تنش دانست. 
 Boyce و   ‌Bergstrom پیشنهادي  روش  دو  از  پژوهش،  اين  در 
است.  استفاده ‌شده  جديد  روش  يك  و   ))10( و   )9( )معادله‌هاي 
 )X( تقويت‌كنندگي  پارامتر  براي  ارائه‌شده  معادله  كه  بدین‌صورت 
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پديده‌نگرانه  به‌صورت  چندجمله‌ای  معادله  يك  به   )10 )معادله 
عموميت داده‌شده تا بر دقت روش در پيش‌بيني رفتار تنش برحسب 
اين كار آن است  نوآوري ديگر  افزوده شود.  آميزه لاستكيي  كرنش 
از  به‌دست‌آمده  داده‌هاي  براساس  روش  اين  پیش‌بینی  قابليت  که 
مختلف  شيوه‌هاي  در  ماده  رفتار  پیش‌بینی  در  كشش  ساده  آزمون 
بارگذاري )كششي، فشاري و برشي( به‌كمك روش اجزاي محدود 
پركننده  تغييرات  اثر  شبيه‌سازي  در  آن  قابليت  تا  قرارگرفته  ارزيابي 
در قطعه‌هاي لاستكيي كه تحت بارهاي پيچيده قرار مي‌گيرند )مانند 
انجام  اهميت است، زيرا  بسيار حائز  نكته  اين  تاير(، سنجيده شود. 
آزمون  از  پرهزينه‌تر  برشي و فشاري زمان‌برَ و  آزمون در شيوه‌هاي 
مبناي  تا  پژوهش حاضر سعي شد  در  اين‌رو  از  است.  ساده كشش 
كار بر استفاده از مدل‌هاي ابركشساني قرار گيرد كه قابليت پيش‌بيني 
جواب‌هاي دقيق از پارامترهاي به‌دست‌آمده از آزمون كشش را دارند 

)مانند مدل Yeoh كه در بخش بعد بدان اشاره مي‌شود(. 
بعدي  بخش‌هاي  در  كه  شد  انجام  بار  نخستين  براي  موارد  اين 
زيربرنامه  يك  اين‌ها  بر  افزون  مي‌شود.  بررسي  آن‌ها  جزئيات 
بر  پركننده  مقدار  اثر  بتوان  تا  شد  نوشته  فرترن  زبان  به  اختصاصي 
رفتار ابركشسان را در آميزه‌هاي لاستكيي شبيه‌سازي كرد. در ادامه، 
آميزه  براي  محاسباتي  و  تجربي  بخش‌هاي  سپس  و  ماده  مدل  ابتدا 
لاستكيي بر پايه كائوچوي ‌SBR ارائه شده و سپس نتايج و بحث و 

نتیجه‌گیری بيان مي‌شود. 

مدل ماده
در اين كار فرض شد، آميزه لاستكيي اوليه )بدون پركننده( يك ماده 
تقريباً تراکم‌ناپذیر است و رفتار مكانكيي آن در حالت هم‌دما با معادله 

پديده‌نگر ابرکشسان Yeoh ]13[‌ داده‌شده در زير بيان شود:

  )11(

            

  D3 و   D2 ،C3 ،C2 ،C1 كرنشي،  انرژي  چگالي  معادله   اين  در 
اول  ناورداي  به‌ترتيب   J و  همچنين   هستند.  مدل  پارامترهاي 
چپ شكل  تغيير  تانسور   )deviatoric( انحرافي-برشي   بخش 
 )F( شكل  تغيير  گراديان  تانسور  دترمينان  و   Cauchy- Green

بوده كه به‌صورت زير داده‌ شده‌اند:

       )12( 

                                                        )13(

كه  ، و  به‌ترتيب جزء انحرافي-برشي نسبت‌هاي كشيدگي 
و   ‌Bergstrom توسط  ارائه‌شده  نظريه  مطابق  هستند.   ) (
پركننده  داراي  آميزه  يك  براي  ابرکشسان  معادله   ]11،12[  ‌Boyce

به‌صورت زير نوشته مي‌شود:

                                               )14(

در اين معادله، vf جزء حجمي پركننده و  معادله ابرکشسان )11( بوده 
 كه پارامترهاي آن براي آميزه خالص )بدون پركننده يا Neat( است و 

مقدار  با مقدار  داده‌شده در معادله )9( جايگزين شده است.
با  شد،  فرض  ابتدا  شد.  گرفته  درنظر  گزينه  دو   )X( مقدار  براي 
معادله  بیان ‌شود كه a= 3/5 و b= 30 است 
)معادله )10((. در گزينه دوم كه در اين كار پیشنهاد شده است، فرض 

شد، كميت یادشده با رابطه تعمیمی‌افته زير بيان شود:

                                                    )15(

كه پارامترهاي ai و N به‌كمك برازش تعیین‌ شده است كه در بخش 
محاسباتي به‌تفصیل درباره آن‌ها بحث مي‌شود.

تجربي

مواد و دستگاه‌
 SBR كائوچوي  پايه  بر  لاستكيي  آميزه‌هاي  از  پژوهش،  اين  در 
صد  هر  به‌ازاي  آميزه‌ها  اين  در  شد.  استفاده   ‌1712 امولسيوني‌گونه 
قسمت لاستكي )phr( از 5 قسمت روي اكسيد )ZnO(، 2 قسمت 
-1،3(-N ضدتخريب  و  ضداكسنده  قسمت   3 اسيد،  استئاريك 
پلی)1،2-  ،‌)6PPD( دی‌متیل‌بوتیل(-Ń-فنیل-p–فنیلن‌دی‌آمین 
قسمت   1/5  ،‌)TMQ( دی‌هیدرو-2،2،4-تری‌متیل-کینولین( 
 0/5  ،)TBBS( سولفنامید  N-ترشیوبوتیل-2-بنروتیازل  شتاب‌دهنده 
قسمت شتاب‌دهنده تترامتیل تیورام دی‌سولفید )TMTD(، 2 قسمت 
گوگرد و از دوده N330 به‌عنوان پركننده تقويتي در مقادير 0، 20، 
مقادير  اين  شد.  استفاده  نمونه(  )شش  قسمت   60 و   50  ،40  ،30
پركننده  وزني   28% و   25  ،21  ،17  ،12  ،0 با  آميزه‌هايي  توليد  به 
قسمت  از  معمولاً  لاستكي  صنعت  در  است،  گفتني  شدند.  منجر 
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ادامه  در  اساس  اين  بر  مي‌شود.  استفاده  وزني  درصد  به‌جای  وزني 
مي‌شود.  اشاره  پركننده  وزني  قسمت  توجه  با  آميزه‌ها  اين  به  مقاله 
اين آميزه‌‌ها با كُد‌هاي C50 ،C40 ،C30 ،C20 ،C0 و C60 ناميده مي‌شوند. 
 ]14[ پيشين  مقاله  در  تهیه‌شده  آميزه‌هاي  اوليه  مواد  بيشتر   جزئيات 
آورده شده و بنابراين از تكرار آن‌ها خودداري شده است. براي اختلاط 
 Schwabenthan 200 L آمیزه‌ها از دستگاه مخلوطک‌ن دوغلتکی مدل 
دیسک  با  رئومتر  به‌كمك  نمونه‌ها  بهينه  پخت  زمان  شد.  استفاده 
با پرس 100 تن مدل  نيز  نوساني )ODR( تعيين شد. فرايند پخت 

Bucher ساخت سوئیس انجام شد.

روش‌ها
ساخت نمونه‌ها

هر يك از هفت آميزه ساخته‌شده در تهيه چهار مجموعه نمونه به‌منظور 
و   ASTM D412C استاندارد  مطابق  تک‌محوري  كشش  آزمون‌هاي 
 تراكم‌پذيري حجمي )volumetric( مطابق روش گفته‌شده در مرجع 15، 
فشاري-تماسي )compression( مطابق استاندارد ‌ISO7743 و برشی 
 ISO 1827 مطابق استاندارد )quadruple simple shear( چهار‌بخشي 
آزمون  هر  اختصاصي  فَ‌كهاي  در  نمونه‌ها  اين  شدند.  بهک‌ارگرفته 
آزمون   ‌Hiwa ساخت   Universal كشش  دستگاه  با  و  قرارگرفته 
شدند و داده‌هاي نيرو برحسب جابه‌جايي ثبت شد. اين داده‌ها سپس 
به‌كمك معادله‌هاي مربوط ]15،16[ به داده‌هاي تنش برحسب كرنش 
عمودي در آزمون كششي و فشاري، كرنش برشي براي آزمون برشي 

ساده و كاهش حجم در آزمون تغييرات حجمي تبديل شدند. 

محاسبات
مدل اجزاي محدود

براي  غير‌خطي  محدود  اجزاي  مدل  سه  لازم  محاسبات  انجام  براي 
 آزمون‌هاي یادشده )در حالت‌هاي كششي ت‌كمحوري، فشاري-تماسي و 
 برشی( در محيط نرم‌افزار Abaqus ]17[ ساخته‌ شد. شكل‌هاي 1، 2 و 3 
كششي  حالت‌هاي  در  آزمون  براي  مي‌دهد.  نشان  را  مدل‌ها  اين 
 تک‌محوري )شكل 1( از مدل سه‌بعدي با 820  جزء و 4923 گره و 
 )3 )شكل  ساده  برشي  و   )2 )شكل  فشاري-تماسي  مدل‌هاي  براي 
استفاده شد  تقارن محوري و كرنش صفحه‌اي  با  از اجزاي  به‌ترتيب 
كه به 600 و 1840 جزء همراه با 653 و5881 گره شبكه‌بندي شده‌ 
پايه تشدید كرنش  بر  ابرکشسان  ماده  براي درنظرگرفتن مدل  بودند. 
)معادله‌هاي )9( و )10(( يك زيربرنامه اختصاصي به زبان فرترن با نام 
 ‌)Link( اتصال Abaqus نوشته و به برنامه اصلي نرم‌افزار ‌UHYPER

داده شد. مطابق بررسي‌هاي انجام‌شده تاکنون چنين زيربرنامه‌اي براي 

درنظرگرفتن اثر مقدار پركننده بر رفتار ابرکشسان نوشته ‌نشده است كه 
از اين لحاظ مي‌توان آن را نيز جزو نوآوري‌هاي كار حاضر دانست. 

تعيين پارامترهاي مدل ماده و صحت‌سنجي
ابتدا داده‌هاي تنش برحسب كرنش و تراکم‌پذیری براي آميزه خالص 
با  بودند،  به‌دست‌آمده  گفته‌شده  آزمون‌هاي  از  كه   ‌C0 كُد  با   ‌)Neat(
 Yeoh 18[ برازش شد و پارامترهاي معادله[ ‌MCalibration نرم‌افزار
)معادله 11( براي آن محاسبه كه در جدول 1 آورده شده‌اند. همان‌طور 
كه مشاهده مي‌شود، ضرایب D2 ،D1 و D3 مقادير بسيار كمي دارد كه 

كشش  آزمون  نمونه  محدود  اجزاي  مدل  سه‌بعدی  شبكه   -1 شكل 
.)ASTM D412 C استاندارد(

Fig. 1. 3D Finite element mesh of the uniaxial test sample 

(ASTM D412 C).

شكل 2- شبكه مدل اجزاي محدود آزمون فشاري-تماسي )استاندارد 
.)ISO 7743

Fig. 2. Axisymmetric finite element mesh of the compression 

test (ISO 7743).
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نشان‌دهنده تراكم‌ناپذيري بسيار زياد نمونه به‌دليل نبود پركننده است 
معادله   از  استفاده  با  پوآسون  )نسبت 

برابر v = 0/499 به‌دست مي‌آيد(.
كششي  محدود  اجزاي  مدل  در  پارامترها  اين  بعد  مرحله  در 
آن  در  كه  اختصاصي  زيربرنامه  با  همراه   )1 )شكل  شده  نشان‌داده 
قرار   C60 و   C20 نمونه‌های  براي  بود،  اعمال‌شده  كرنش  تشدید  اثر 
داده شدند. هدف اصلي در اين مرحله همان‌طور كه پیش‌تر نيز بدان 
اشاره‌شده بود، بررسي عملكرد مدل‌های تقویتک‌ننده )ازجمله مدل 
پیشنهادشده در اين كار( براي محدوده مقادير مختلف پرکننده تقويتي 
بارگذاري )فشاري و برشي( است.  نيز شيوه‌هاي مختلف  )دوده( و 
با   )15 )معادله  كرنش  تشدید  مدل  پارامترهاي  ابتدا  منظور،  بدين 
استفاده از برازش غیرخطی روی ‌داده‌های تجربي به‌دست‌آمده روي 
آمدند.  به‌دست  تک‌محوري  كشش  آزمون  از   C60 و   C20 نمونه‌هاي 
اين  در  پيشنهادي  مدل‌های  مكانكيي  رفتار  پیش‌بینی  قابليت  سپس، 
مقايسه  از   Boyce و   Bergstrom توسط  ارائه‌شده  مدل  و  پژوهش 
نمونه‌های روي  شبیه‌سازی  به‌كمك  پیش‌بینی‌شده  و  تجربي   نتايج 
برشي  و  فشاري-تماسي  بارگذاري  شيوه‌هاي  در   C50 و   C40 ،C30

سنجش شدند. براي نيل به اين هدف يك فرايند محاسباتي اختصاصي 
 )flow chart( 19[ ايجاد شد كه نمودار جريان[ Isight در نرم‌افزار
می‌شود،  مشاهده  همان‌طور  است.  داده ‌شده  نشان   4 شكل  در  آن 
 )15( معادله  ضرایب  براي  اوليه  حدس‌هاي  از  مجموعه‌اي  ابتدا 

انتخاب و سپس با استفاده از اين مقادير اوليه، محاسبه تنش برحسب 
كرنش در نرم‌افزار Abaqus انجام شد. در گام بعدي داده‌هاي تنش 
محاسبه‌شده با مقادير تجربي مقایسه و به‌كمك الگوريتم بهينه‌سازي 
Nelder-Mead  حدس‌هاي اوليه بهبودیافته تا جايي كه اختلاف بين 

به مقادير كمينه خود برسند. مقادير  داده‌هاي تجربي و محاسبه‌شده 
اين پارامترها در جدول 2 داده ‌شده‌اند. 

در گام سوم براي سنجش دقت و صحت اين روش‌ها سه آزمون 
كشش تک‌محوري، فشاري-تماسي و برشي ساده نشان داده‌شده در 
شكل‌هاي 1 تا 3 با استفاده از پارامترهاي داده‌شده در جدول 2 و مدل 
) ‌Boyce به‌كمك  پيشنهادي Bergstrom و)
و  ارائه  بعد  بخش  در  نتايج   كه  شد  شبيه‌سازي   Abaqus  نرم‌افزار 

تحليل مي‌شوند.

نتايج و بحث

شكل‌هاي 5 و 6 تغييرات تنش برحسب كرنش در شيوه كشش در 

شكل 3- شبكه مدل اجزاي محدود آزمون برش ساده چهار‌بخشي 
.)ISO 1827 استاندارد(

Fig. 3. Finite element mesh of the quadruple simple shear test 

(ISO 1827).

شكل 4- نمودار جريان فرايند  بهينه‌سازي تعيين پارامترهاي معادله )15(.
Fig. 4. Optimization process for the determination of the  

parameters of the equation (15).

D3D2D1C3C2C1

1/MPa(MPa)
0.000030.000050.00010.00086-0.008460.189

جدول 1- پارامترهاي معادله Yeoh )معادله )10(( براي آميزه خالص، C0 )بدون پركننده(.
Table 1. Material constants of the Yeoh equation (Eq. 9) for neat compound (C0).
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اين  در  پيشنهادي  مدل  به‌كمك  پیش‌بینی‌شده  و  تجربي  حالت‌های 
كه  همان‌طور  می‌دهد.  نشان  را   ‌Boyce و   Bergstrom مدل  و  كار 
 30 و   20( پركننده  كم  مقادير  براي  مدل  دو  هر  می‌شود،  مشاهده 
پارت دوده( دقت خوبي حتي در مقادير زياد كرنش دارند. اما، براي 
افزايش برهم‌كنش پركننده- به‌دلايلي همچون  بيشتر پركننده  مقادير 
پركننده و تشديد تشيكل ساختارهاي كلوخه‌اي و نيز افرايش لاستكي 
محبوس‌شده، دقت هر دو مدل كاهش میی‌ابد. به‌عبارت ديگر، شبكه 
رهايي  موجب  و  شده  شكسته  داده  رخ  بارگذاري  اثر  در  پركننده 
پخت  عملًا  اين لاستكي  كه  آنجا  از  مي‌شود.  محبوس‌شده  لاستكي 
نشده و بدون شبكه سه‌بعدي اتصال‌هاي عرضي است، بنابراين بخشي 
همين  به  پيش‌بيني‌شده  مقادير  با  تجربي  داده‌هاي  ميان  اختلاف  از 
مطلب بر‌مي‌گردد كه به‌ويژه در مقادير زياد پركننده مشاهده مي‌شود. 
اما، مقدار كاهش دقت يكسان نبوده به‌نوعی كه مدل پيشنهادي اين 
کرنش‌های  تا  قسمت(   60 و   50( دوده  زياد  مقادير  براي  كار حتي 
%75 انطباق بسيار خوبي بين داده‌هاي تجربي و پیش‌بینی‌شده از خود 
نشان مي‌دهد و فقط براي كرنش‌هاي بيشتر انحراف مدل از داده‌هاي 
تجربي ديده مي‌شود. اين قابليت به‌ویژه هنگام پیش‌بینی رفتار براي 
آميزه‌هاي داراي پركننده زياد نظير آميزه رويه تاير بسيار حائز اهميت 
است. اين در حالی ک‌ه مدل Bergstrom و ‌Boyce  براي مقادير زياد 
داده‌های  از  زيادي  انحراف  نيز  كرنش  كم  مقادير  در  حتي  پركننده 

پيشنهادي در  بهبود عملكرد مدل  تجربي نشان می‌دهد. دليل اصلي 
اين است كه مدل مزبور داراي جمله‌های بيشتري است و بنابراين از 
دقت زيادتري برخوردار است. همچنين پارامترهاي اين مدل به‌طور 
ويژه براي آميزه استفاده‌شده در اين پژوهش به‌دست آمدند. به‌عبارت 
‌دیگر، برخلاف ساير مدل‌ها كه سعي در ارائه پارامترهاي ثابت براي 
تمام کامپوزیت‌ها دارند در اينجا پارامترها براي يك آميزه مشخص 
به‌دست‌آمده و بديهي است كه براي هر آميزه بايد پارامترهاي همان 

كامپوزيت به‌طور جداگانه به‌دست آيند.
مشابه اين شبيه‌سازي‌ها براي حالت فشاري-تماسي انجام شد كه 
نمودار تغييرات تنش برحسب كرنش فشاري براي دو مدل پيشنهادي 
در اين كار و مدل Bergstrom و ‌Boyce در شكل‌هاي 7 و 8 نشان 
داده‌ شده‌اند. در اينجا نيز ديده می‌شود، مدل پيشنهادي با دقت بسيار 
بيشتري به‌ویژه براي مقادير زياد پركننده رفتار تنش برحسب كرنش را 
پیش‌بینی میک‌ند كه اين را مي‌توان در مقايسه با بارگذاري كششي به 
شكسته‌شدن ناچيز شبكه پركننده در اثر بارگذاري فشاري نسبت داد. 
ضمن اینکه در مقادير كم هر دو مدل دقت بسيار خوبي دارند. اين 
مطلب به‌ويژه براي شبيه‌سازي تاير كه بيشتر تحت تغيير شکل‌های 

فشاري و برشي قرار می‌گیرد، اهميت زيادي دارد. 
شكل‌هاي 9 و 10 نيز به‌ترتيب همان نتايج )تنش برحسب كرنش( را 

جدول 2- پارامترهاي معادله )15( محاسبه‌شده با فرايند بهينه‌سازي.
Table 2. Computed parameters of the equation 15. 

a1 a2 a3 a4 a5

3.3 22 45 52 70

با  پیش‌بینی‌شده  و  تجربي  كرنش  برحسب  تنش  تغييرات   -5 شكل 
مدل پيشنهادي در حالت كشش.

Fig. 5. Variations of the stress vs. strain (experimentally and 

predicted by the proposed model) for uniaxial tension mode.

شكل 6- نمودار تغييرات تنش برحسب كرنش تجربي و پیش‌بینی‌شده 
با مدل Bergstrom ‌و Boyce در حالت كشش.

Fig. 6. Variations of the stress vs. strain (experimentally and 

predicted by the Bergstrom-Boyce model) for uniaxial ten-

sion mode.
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براي دو مدل گفته‌شده در حالت برشي ساده نشان مي‌دهند. در اينجا 
نيز مانند حالت‌هاي قبل مقايسه بين داده‌هاي تجربي و پیش‌بینی‌شده 
به‌كمك مدل حكايت از دقت بيشتر مدل پيشنهادي در اين كار به‌ويژه 
 60 و   50( بيشتر  مقادير  در  حتي  دارد.  پركننده  زياد  مقادير   براي 
بين  انحراف چشمگيري   Boyce و   Bergstrom مدل  دوده(  قسمت 
در  كه  نكته‌اي  اما  مي‌دهد.  نشان  پیش‌بینی‌شده  و  تجربي  داده‌هاي 
نتايج براي هر دو حالت فشاري-تماسي و برشي مشاهده مي‌شود، 
مقادير  از همان  پركننده  زياد  مقادير  در  انحراف  مقدار  كه  است  آن 
كم كرنش آغاز مي‌شود. اين مطلب به‌ویژه براي مدل Bergstrom و 

با  پیش‌بینی‌شده  و  تجربي  كرنش  برحسب  تنش  تغييرات   -7 شكل 
مدل پيشنهادي در حالت فشار.

Fig. 5. Variations of the stress vs. strain (experimentally and 

predicted by the proposed model) for compressive (with  

contact) mode.

با  پیش‌بینی‌شده  و  تجربي  كرنش  برحسب  تنش  تغييرات   -8 شكل 
مدل ‌Bergstrom و Boyce در حالت فشار.

Fig. 6. Variations of the stress vs. strain (experimentally and 

predicted by the Bergstrom-Boyce model) for compressive 

(with contact) mode.

Boyce واضح‌تر است كه پيش‌تر در حالت كشش نيز دقت كمتري 

نيز مشاهده و گزارش   ]20[  Govindjee كار  در  پديده  اين  داشت. 
‌شده بود. دليل اصلي اين موضوع نيز به چرخش ذرات پركننده در 
حالت برشي اشاره دارد كه در حالت‌هاي كششي يا فشاري )به‌دليل 
اعمال عمودي نيرو( امكان چرخش ذرات پركننده عملًا وجود نداشته 
يا بسيار ناچيز است. از آنجا ک‌ه مقادير پارامترهاي مدل استفاده‌شده 
براي كميت )X( از آزمون كشش به‌دست‌آمده‌اند، امكان بروز خطاي 
ناشي از پديده یادشده اجتناب‌ناپذیر به‌نظر مي‌رسد. البته ذكر اين نكته 
ضروري است كه اگر پارامترهاي مزبور براساس بهینه‌سازی داده‌ها 

با  پیش‌بینی‌شده  و  تجربي  كرنش  برحسب  تنش  تغييرات   -9 شكل 
مدل پيشنهادي در حالت برش.

Fig. 5. Variations of the stress vs. strain (experimentally and 

predicted by the proposed model) for simple shear mode.

شكل 10- تغييرات تنش برحسب كرنش تجربي و پیش‌بینی‌شده با 
مدل Bergstrom و Boyce در حالت برش.

Fig. 6. Variations of the stress vs. strain (experimentally and pre-

dicted by the Bergstrom-Boyce model) for simple shear mode.
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از آزمون‌هاي كشش و برش محاسبه شوند، در آن صورت احتمال 
كاهش خطا در حالت برشي وجود دارد، ضمن آنکه مقدار خطا براي 
نيز  نكته  به  بايد  همچنين  دهد.  افزايش  می‌تواند  را  كششي  حالت 
اشاره داشت كه آزمون كشش آسان‌ترین و ارزان‌ترین روش آزمون 
است و در نتیجه با صرف كمترين هزينه و زمان می‌توان به پارامترها 
اشاره  بدان  اينجا  در  است،  كه لازم  ديگري  مهم  نكته  دست ی‌افت. 
است.  تنش  نرم‌شدگي  پديده  نيز  و  گران‌روكشساني  رفتار  اثر  شود، 
مستقيم  به‌طور  مطلب  اين  پژوهش  اين  در  مطالعه‌شده  مدل‌های  در 
 بررسي نشده و يكي از دلايل انحراف ميان داده‌های آزمايشگاهي و 
كارهاي  در  اما،  برمی‌گردد.  مطلب  همين  به  نيز  محاسبه‌شده  مقادير 
پيشين انجام‌شده توسط همين پژوهشگران ]14،21[ تركيب مدل‌های 
به‌تفصیل  ابرکشسان  مدل‌های  با  تنش  نرم‌شدگي  و  گران‌روكشسان 
مدل‌های  می‌توان  به‌راحتی  اساس  اين  بر  شد.  مطالعه  و  بررسی 
ابركشسان بر پايه تشدید كرنش )كه در كار حاضر بررسي ‌شده است( 
را با مدل‌های گرا‌ن‌روكشسان و نرم‌شدگي تنش )اثر Mullin( درنظر 

گرفت و اثر آن‌ها را لحاظ كرد. 

نتيجه‌گيري

آميزه‌هاي  مكانكيي  رفتار  پيش‌بيني  موضوع  پژوهش،  اين  در 

نظريه  براساس  )دوده(  پركننده  مقدار  برحسب  پرشده  لاستكيي 
بسط  شد،  داده  نشان  شد.  بررسي  نو  نگاهي  از  كرنش،  تشدید 
‌Guth وGold به‌صورت چندجمله‌ای و پديده‌نگر  معادله‌هايي كه 
يافتن  با  همراه  كامل‌تر  روابط  به  بودند،  كرده  ارائه‌  گذشته  در 
ضرایب اختصاصي براي هر آميزه لاستكيي به‌صورت جداگانه و 
به‌كمك  همچنين،  مي‌شود.  منجر  دقيق‌تر  پيش‌بيني‌هاي  به  خاص 
در  سه‌گانه  آزمون‌هاي  شبيه‌سازي  و  محدود  اجزاي  روش 
تجربي  نتايج  نيز  و  برشي  و  فشاري-تماسي  كششي،  حالت‌‌هاي 
مدل‌ها  اين  عملكرد  و  قابليت  آزمون‌ها  اين  از  به‌دست‌آمده 
مي‌توان  را  پژوهش  اين  در  اصلي  دستاوردهاي  شد.  سنجش 
براي  كارآمد  روش  يك  اینکه  اول  دانست.  مهم  نكته  دو  در 
كه  شد  ارائه   )15 )معادله  كرنش  تشدید  معادله  ضرایب  تعيين 
و  تجربي  داده‌هاي  بين  اختلاف  كمينه‌سازي  الگوريتم  پايه   بر 
كارآمدي  آنکه  دوم  دارد.  قرار  كشش  آزمون  شبیه‌سازی 
بين  مقايسه  از  گرفته‌شده  به‌كار  روش  و  محاسبه‌شده  ضرایب 
و  فشاري-تماسي  شيوه‌هاي  در  شبيه‌سازي  و  تجربي  داده‌هاي 
براي  حاضر  كار  در  اين‌ها  بر  افزون  شد.  سنجيده  ساده  برشي 
رفتار  درنظرگرفتن  براي  اختصاصي  زيربرنامه  بار  نخستين 
مقدار  پارامتر  آن  نوشته شد كه در  آميزه‌هاي لاستكيي  ابركشسان 
آن  به‌كمك  محدود  اجزاي  محاسبات  و  بود  شده  لحاظ   پركننده 
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